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1 Uvod

e pevné jadro pii prechodu z excitovaného do zakladniho stavu vyzafuje
foton s vlnovym vektorem K a s frekvenci )y danou energetickym rozdilem
obou stavu; prechod je zpusoben interakci vnitinich stupnu volnosti jadra s

elektromagnetickym polem

impulsu a energie) vyzaii foton s frekvenci mensi nez €

e jadro v PL vyzaruje fotony s frekvencemi zménénymi od )y o frekvence
z fononového spektra; kromé toho je vsak v emisnim spektru pritomna téz
komponenta s puvodni frekvenci g (Mdssbaueriv jev - viz obr.) = moznost

pozorovani jaderné rezonancni absorpce

e jednoduché vysvétleni Mossbauerova jevu, zalozené na potlaceni vlivu
zpétného razu v dusledku mnohondsobné veétsi hmoty celé PL ve srovnani
s hmotou jediného jadra, je nedostatecné, nebot ignoruje mozny vliv fononu

(kmitu krystalové mtizky)

e hodnoty pro jadro 5"Fe: energie jaderného piechodu 14 keV, pfirozend sifka

cary 5 x 107 eV, energie zpétného razu 2 x 1073 eV



—_—

Qo ) Qo )

Obrazek znazornujici spektralni hustotu (jako funkei frekvence 2) el.-mag.
zafeni emitovaného z jadra: (a) pevného, (b) volného, (c) v poli jediného

harmonického oscilatoru, (d) v pevné latce.

2 Klasicky popis pohybu jader

e v tomto pripadé popiSeme el.-mag. pole i kmity jader klasicky; kvantoveé

pojedname pouze jaderné vnitini stupné volnosti

e nejprve uvazujeme jadro o hmoté M pohybujici se pouze ve sméru vl-
nového vektoru K; jadro se nachazi v poli jediného harmonického oscilatoru
s frekvenci w (w < ), tj. casova zavislost vychylky jadra ¢(t) je déna

periodickou funkeci
q(t) = qcos(wt) + Lsin(wt) (1)
Mw ’
kde g a p zna¢i hodnotu vychylky a hybnosti v case t =0

e frekvenci el.-mag. zareni oznacime §2; pro vlnové délky zafeni mnohem
v&tsl nez rozméry jadra lze casové zavisly interakéni hamiltonidn H’ () psat
ve tvaru

H'(t) = Hl exp(iQt) exp[—iKq(t)] + h.c., (2)



kde operator f]r'md popisuje interakci vnitinich stupnu volnosti jadra s (Casove
i prostorové konstantnim) el.-mag. polem. Porucha H! . exp(iQt) vede po-
dle Fermiho zlatého pravidla k prechodu mezi stavem jadra pocatecnim (i -
excitovanym) a koneénym (f - zédkladnim) s pravdépodobnosti prechodu za

jednotku casu ~ [(f|H! 4]i)|*6(Q — Q).

e zavedeme-li Fourierovy koeficienty C,, (zavislé na poc¢ateénich podminkach

p,q) periodické funkce exp[—iKq(t)],

exp[—iKq(t)] = i C,, exp(inwt) , (3)

n=—oo

pak mizeme ¢asovou zavislost poruchy H’ (t) @) prepsat do tvaru

i Cy, expl[i(©2 + nw)t] + h.c. . (4)

n=—oo

H'(t) = H

nucl

Tato casova zavislost obsahuje nekoneé¢né mnoho frekvenci, coz vede k prav-
dépodobnosti prechodu za jednotku casu zavislé na frekvenci 2 podle

wi(Q) ~ i 1CLI? 6(Q 4 nw — Q) | (5)

n=—oo

tj. pfechody budou nastavat pro frekvence €2 posunuté vzhledem k 2y o
celistvé nasobky frekvence oscilatoru nw (viz predchozi obr.), a to s intenzi-

tami dmérnymi |C,,|>.
e koeficienty (), spliuji sumacni pravidlo (dusledek |exp[—iKq(t)]| = 1)

> G =1, (6)

n=—oo

takze relativni zastoupeni komponenty s nezménénou frekvenci 2y v emisnim

spektru je dano velicinou C? (Cy je realné)

e explicitni vyjadieni C,, 1ze ziskat pomoci Besselovych funkei J,(z) a vztahu

exp(izsint) = > Ju(2)exp(int) ; (7)
vyjde mj. Cy = Jo(K7) a |Cy|* = J2(K7), kde r? = ¢* 4+ (p/Mw)?
e pii experimentech na souboru identickych jader v termodynamické rovno-

vaze s teplotou T' bude frekvence )y zastoupena v emisnim spektru s relativni



intenzitou (C2), kde (...) znaéf statistické stredovani pies proménné p, ¢ (viz

dodatek [Al); pro (C2) 1ze diky 3 ziskat dolni odhad

€@ > (G, (Co) = exp(—52<q2>) , ®)

ktery dokazuje, ze komponenta s puvodni frekvenci {29 bude ve spektru vzdy
pritomna. Poznamenejme, ze (Cp) udava vystiedovanou hodnotu amplitudy

komplexni funkce (B]).
e piesny vypocet (C2) s vyuzitim (@) vede k vysledku

(€3 = exp(=KXd*) Jo(iK*(d*)

exp(—K2<q2>) (1 + KT4<q2>2 + ) , 9)

ktery ukazuje, ze dolni odhad (§) je velice dobrym vyjddfenim pro malé
hodnoty K?{¢?), s relativni chybou iddu K*{¢*)?

e pro jadro v PL je nutno nahradit faktor exp[—iKq(t)] v () obecnym
vyrazem exp|—iK-q(t)], kde q(t) je vychylka mossbauerovského jadra, jehoz

rovnovaznou polohu volime v uzlovém bodé Bravaisovy miizky R = 0, t;j.

q(t) = qo(t)

e vychylku atomu qg(t) z rovnovazné polohy v uzlovém bodé R Bravaisovy

mifzky lze psat pomoci normélnich soufadnic Q);(k,t) takto:

1 Bz 3 ) ‘
IRa = ——= > 3. eP(k) exp(ik - R) Q;(k) , (10)
N =
kde a = =x,y,z znaci slozku vychylky, N zna¢i pocet atomu ve velkém

rovnobéznosténu (periodické okrajové podminky), k je kvazispojity vektor
z 1. Brillouinovy zény (BZ), j = 1,2,3 &isluje vétev fononového spektra a
eY) (k) znaéi a-tou slozku polarizaéniho vektoru jk-tého fononového médu.
Vztah mezi hybnostmi pgr(t) a P;(k,t) kanonicky sdruzenymi k qr(?) a
Q;(k,t) zni

P = 5 S 0 explikR) o (1)

Pii obvyklém normovéani polarizacnich vektoru na jednotku, tj. pri
Yo led WP =1, (12)
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prejde puvodni hamiltonian soustavy kmitajicich jader v novych proménnych

do tvaru - 2( ) 2( )
P7(k Mw:(k
H = : — Qj(k !

coz odpovida systému 3N nezavislych harmonickych oscilatoru.

e po pfechodu k normalnim soufadnicim Q,(t) = Q;(k,t) podle (I) pro
vychylku emitujiciho jadra q(t) = qo(t) dostaneme

K-q(t) = > ksQs(t), s=(jk), keBZ j=1,23,
K= e YK (14)

kde jsme zavedli kvazispojity slozeny index s fononovych médu s frekvencemi
ws = wj(k). Jednotlivé fononové médy pritom vstupuji do faze el.-mag. viny

s efektivnimi vlnovymi ¢isly kg, pficemz kg — 0 pro N — oo.

e vzhledem k nezavislosti normélnich médu je zfejmé, ze v emisnim spektru
budou obsazeny frekvence €2 = Qy + >, nsws, kde vSechna n, jsou celd ¢isla;
relativni intenzita Cary s frekvenci g (tj. vSechna ng, = 0) bude pak déna
soutinem vyrazu (@) pres vsechny mdédy; vyjde vyraz
1 2
P exp(_z K3<Qg>) <1 LIy @)+ ) )

kde sumu v argumentu exponencidly lze podle (@) ztotoznit s (K - q)?)
(nezavislost normalnich médi), zatimco druhd suma i dalsi vyteckované ¢leny

pro nekoneénou PL (N — o0o) vymizi; vysledek tedy je

f=ep{-(K-q?}, (16)

coz je tzv. Lambuv-Mossbaueruv faktor: relativni intenzita ¢ary s nepo-
sunutou frekvenci 2y je dana stfedni hodnotou kvadratu vychylky jadra ve

sméru emitovaného fotonu

3 Kvantovy popis pohybu jader

e v tomto pripadé popisujeme klasicky pouze el.-mag. pole; pro kmity jader

i jaderné vnitini stupné volnosti pouzijeme kvantovy popis



e pro jadro v poli jediného harmonického oscilatoru s hamiltonianem

~9 2

N D Mw* ,

i, = 2 , 17
o T o (17)

jehoz vlastn{ hodnoty jsou E, = hw(n + 1), kde n € {0,1,...}, bude mit

Gasove zavisly interakéni hamiltonidn H'(t) tvar [srv. ()]

H'(t) = H'  exp(—iK§) exp(i2) + h.c. . (18)

nuc

Pro pravdépodobnost prechodu za jednotku casu mezi pocatecnim kvan-
tovym stavem [i) s jddrem v excitovaném stavu a oscildtorem ve stavu n
a konetnym stavem |f) s jadrem v zdkladnim stavu a oscildtorem ve stavu

n’ dostaneme frekvenéni zévislost (Fermiho zlaté pravidlo):
wsi(Q) ~ [Com|* 6(Q= Qo + (' = n)w) , (19)
kde C),, znaci maticovy element
Corn = {1 lexp(—iKq)|n) (20)
Vztah ([d) znamend existenci prechodu s frekvencemi 2 posunutymi vzhle-
dem k Q o (n’ — n)w; intenzity jednotlivych prechodi jsou tmeérné |Cyy|>.
e maticové elementy C,, spliuji sumacni pravidlo

> 2
Z |Cn’n| =1, (21)
n'/=0

takze C2, udava relativni intenzitu komponenty s nezménénou frekvenci

(Chr jsou realné)

e emisni spektrum souboru identickych jader o teploté T' bude obsahovat
¢aru s frekvenci Qg s relativnf intenzitou (C2,), kde (X)) = 320, pn X, znaci
statistické sttedovani s boltzmannovskym rozdélenim, tj. p, ~ exp(—GE,)

(viz dodatek [A]); s uzitim (1) lze pro (C?,) ziskat dolni odhad

(Crn) = (Con)®

) o K
(Cod = leswl-iK0) = e~ - @) )
ktery je kvantovou analogii klasického odhadu (8)

e piresnéjsi vypocet (C2,) 1ze snadno provést jen ve fyzikalné vyznamné limité
K — 0; z Taylorova rozvoje exponencidly v ([20) do ¢lent ~ K* se ziskd

(C2) = (Cun)? = K{(<<n\qzwn>2> —(®?) . (23)



Diky vztahu (n|¢*|n) = E, /(Mw?) lze pravou stranu v (Z3) vyjadiit pomoci

stavové sumy harmonického oscildtoru; vysledek lze psat ve tvaru [srv. ()]

€2 = eo(-m2@) 1+ 5 (@2 @) 4| e

kde {G*)o = h/(2Mw) znacf kvadrit vychylky oscildtoru v zdkladnim stavu.

Poznamenejme pro iplnost, ze presny vztah zni:
(€2 = ep(-K4) W(iK @ - @) . (29)
coz je opét analogické vyrazu klasickému ().

e pro jadro v nekonecné PL lze opét prejit k normalnim soutradnicim; vyjde,
Ze intenzita ¢ary s nezménénou frekvenci €y (tj. ¢etnost jaderného prechodu
nedoprovazeného zménou fononového stavu PL) je ddna kvantovym Lamb-

Moéssbauerovym faktorem

f=ep{—(K @)} . (26)

Jeho hodnota je mensi nez v pristupu klasickém ([[H), zejména pro nizké

teploty, avsak dostatecnd pro pozorovani a vyuziti Mossbauerova jevu.

4 Vztah k Debye-Wallerovu faktoru

e teplotni zavislost intenzity difrakénich maxim (neutrony, rtg. zareni):

o hK zna¢i preneseny impuls pro prechod od dopadajici ¢astice (energie g,
vlnovy vektor k) k vylétavajici ¢astici (energie g/, vinovy vektor k'), tedy
K =k — k' (pro elasticky rozptyl je samoziejmeé ¢’ = ¢, k' = k)

o uvazujeme jen Bravaisovy miizky (uzlové body R) obsazené shodnymi

atomy s identickymi rozptylovymi vlastnostmi [neutrony: rozptylova délka
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(amplituda rozptylu, Fermiho pseudopotencial), rtg. zafeni: atomovy roz-

ptylovy faktor (formfaktor)]
e bez fonont je intenzita I ~ Ag Ay, kde amplituda Ak je
Ak ~ > exp(iK-R) ~ > (K- G), (27)
R G
tj. maxima nastavaji pro K = G (Braggova podminka)
e se zahrnutim fononu nutno uvazovat diferencialni G¢inny prufez s rozlisenim

energie i sméru vylétavajicich ¢astic (podle Fermiho zlatého pravidla)

d%o

v ~ e ) o+ B —e-my 9

kde element prostorového uhlu d€) se vztahuje ke sméru vektoru k', in-
dexy n,n’ ¢isluji vlastni stavy fononového hamiltonianu prislusejici vlastnim
energiim F,, F,y a p, znac¢i vahovy faktor pro boltzmannovské statistické
sttedovani pres pocdtecni fononové stavy, tj. p, ~ exp(—fE,), kde § =
(kgT)~t. Poruchovy operdtor Vi pusobi na Hilbertové prostoru fononovych

stavu a je definovan vztahem
Vic = Y exp[iK - (R+ar)] (29)
R
kde qgr je operator vychylky R-tého jadra z jeho rovnovazné polohy R.
e pomoci Fourierovy reprezentace d-funkce, tj. d(a) ~ [ exp(iat)dt, lze

X)) prepsat na

d%o

W ~ 2 e V) (o V| n)

X /OO exp[i(E, — En)t/h] expli(e’ —e)t/h]dt . (30)

— 00

Se zavedenim ¢asové zavislého poruchového operatoru Vi (t) v Heisenbergovée

reprezentaci s fononovym hamiltonidnem H, tj.
Vi(t) = exp(iHt/h) Vk exp(—iHt/h) (31)

lze psat pro maticovy element v (Bl) vztah

exp[i(E, — En)t/h] <n' ’VK’n> = <n'

V()| n) - (32)



S tim lze diferencidlni ué¢inny prutez (BU) prepsat do kompaktniho tvaru

d20' [e’¢) R .
BTV A + 2/ /

doaz ~ L e () ([

— /_ - S o <n .

- / (Vi Vi (t)) expli(e’ — e)t/h] dt , (33)

kde (...) zahrnuje kvantové-mechanické stredovani v jednotlivych vlastnich

t)‘ n> expli(e’ —g)t/h]dt

$Vie(t)|n) expli(e’ — e)t/h] dt

stavech a statistické sttedovani pies vsechny vlastni stavy (pfti teploté T).

e v nejjednodussim piiblizeni (dobfe splnéném pro spojita fononova spektra

v limité velkych ¢ast, t — +o0) lze polozit
(V@) = (Vi) (1) (34)

+
K
coz diky < > < > zredukuje (B3) na elasticky piispévek k ucinnému

prufezu

2 A~
o~ Vi) o 2. )

Integraci pres energii vylétavajici castice ¢’ z toho plyne diferencidlni Gcéinny

pruftez rozlisujici pouze smér vylétavajicich ¢astic
doe NI

Pravé strana aproximace (B4l) vyuziva jen stfedni hodnotu poruchového ope-
ratoru Vi, coz odpovidd elastickému rozptylu s nezménénym fononovym
stavem krystalu. Ptispévky k neelastickému rozptylu (doprovazenému emisi

a/nebo absorpci fononu) lze ziskat z rozdilu obou stran (B4).

e pro stfedni hodnotu (Vi) s vyuzitim normélnich soufadnic a vztahu (@7)

vyjde
<VK> = Z exp(iK - R) (exp(iK - qr)) ,
(exp(iK - qr)) = exp(—Wk), Wk = % <(K . QR)2> , (37)

kde Wk je timérné stredni hodnoté kvadratu vychylky jadra ve sméru vektoru

K pritom Wxk zavisi na sméru i velikosti vektoru K, ale nezavisi na R

e pro elasticky rozptylenou intenzitu pak podle ([Bf) a (B7) vyjde

2

, (38)

Do | = exp(-2Wig) |z exp(iK - R)
0 R

9



¢ili maxima intenzity nastavaji opét pro K = G, ale hodnoty téch maxim

jsou snizeny piislusnym Debye-Wallerovym faktorem exp(—2Wg)

e podobnost Lamb-Mé&ssbauerova a Debye-Wallerova faktoru: srv. (I6), 24)

a (B7); oba faktory odrazeji prenos impulsu na krystalovou mfizku
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A Statistické vlastnosti harmonického osci-

latoru

A.1 Kilasicky pripad

Pro jediny harmonicky oscilator s hmotou M a frekvenci w méame hamiltonian

[srv. (I3)] . e
H(P.Q) = S + =5~ Q. (39)

Pii teploté T je statistické stfedovéni (...) definovano vztahem

 [Jexp(—BH(P.Q)) f(P,Q)dPdQ
V@0 = S o (Cpa(P.Q) dPdQ (40)

kde f(P, Q) je libovolnd funkce ve fazovém prostoru a 3 = (kgT)~!. S uzitim

gaussovského integralu
2

/OO exp<—% + bx) de = V2r exp<g> (41)

) 2

lze dokazat platnost nésledujicich vztahu:
1

7 (P = MA@ = (H(P,Q)) = ksT, (42)

2

kde ¢ je libovolna (i komplexni) konstanta.

(exp(cQ)) — p<— <@2>) , (43)

A.2 Kvantovy pripad

Kvantovou analogif klasického hamiltonidnu B9) je [srv. (I7)]

~ P2 Mw? ., 1
= 4 2Y 9?2 - hw(a s 44
=5yt =3¢ ”("*2)’ (44)

kde n je operator poctu kvant. Kvantové statistické stfedovani (...) je defi-
novano pomoci

Tr {exp(—ﬁﬁ) ﬂ
Tr [exp(—ﬁ[il)}

kde f je libovolny operator a Tr znac¢i stopu operatoru. Ze znamého spektra

(f) =

(45)

hamiltonidnu () 1ze pomoci sou¢tu nekoneéné geometrické rady a pomoci

viridlového teorému odvodit vztahy

N 1
) = exp(fhw) — 1’
(H) = %(P?) = Mw*(Q? = ’%“’ coth<5$> . (46)
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Pro A — 0 (klasicka limita), nebo pro 7' — oo (limita vysokych teplot) prejde
kvantovy vyraz pro stfedni hodnotu hamiltonidnu v klasicky (E2). Dale 1ze

dokazat platnost vztahu

exo(e)) = e( 5 @) (47

v naprosté analogii s klasickym vztahem (E3)).

A.3 Dikazy nékterych vztahu

o Dikaz vztahu ([f74):

Pocitanou stfedni hodnotu lze vyjadrit ve tvaru
(exp(cQ)) = 2713 A" (n|exp(cQ)|n) | (48)
n=0

kde n = 0,1,... &sluje vlastni stavy |n) hamiltonidnu H @) a Z znadi
pifslusnou stavovou sumu, tj. Z = 30 (A" = (1—\)7!, kde A = exp(—Shw).

Zavedeme anihilac¢ni a kreacni operatory

Mw [ 4 P Mw [ 4 P
. Mw .4 P el it
“= \ 27 <Q+1Mw> ’ a4 2h (Q 1Mw> ’ (49)

pomoci nichz pfepiseme exponencidlu v ([@8) na

h

exp(cQ) = exp(§a+8a), & = cyfa— (50)

Dalsi krok spociva na obecné identité platné pro dva operatory 121, B, které

oba komutuj{ se svym komutétorem [A, B]:
exp(A+ B) = exp(A) exp(B) exp(—[A, B]/2) . (51)
Jeji aplikace na A = &a, B = &at pii vywziti [a,a1] = 1 dévé
exp(éa+&a*) = exp(a) exp(§a®) exp(—€%/2) . (52)

Pomoci relace a™|n) = v/n + 1 |n+ 1) lze vyjadiit exp(£a™)|n), coz da

exp(éa™) Z Y™ n) Z Lm) In+m), (53)
a podobné
00 ¢m !
(nlexplca) = 32 5—' (”Zilm) (n+ml . (54)



Z rovnic (B0, B2, B3|, B4) plyne maticovy element v ([{8) ve tvaru

ny = exp(-g2) 3 o ntm)

m=0

= ew(-e/y 3" S (M)

|
—o M n

(n[exp(cQ)

(mh)?  nl

= e Y S (T )

|
m=0 m:

kde jsme vyuzili obecnou vlastnost binomického koeficientu,

(x) _ z(x—1)...(r—n+1) _ (_1)n(n—x—1) ’ (56)

n n! n

platnou pro vSechna (i komplexni) x a pro celd nezdporna n [pro n = 0 jsou
oba binomické koeficienty v (B rovny jedné pro vsechna x]. Dosazeni (BH)
do (EY) vede na dvojnou sumu, kterd po zaméné poradi séitdni dava vyraz

(exp(cQ)) = 2" exp(~£2/2) i(—w > ()

|
n=0 m=0 m:

_ exp<1i)\ ) <§2 ik> (57)

ktery je uz ekvivalentni pravé strané dokazované rovnosti (B1).

e Dikaz vztahu (23):

Zadefinujeme nejprve periodickou funkei ¢asu D(t) vztahem

Z pu (n|exp(iKq)| n') expli(n’ —n)wt] (0’ lexp(—iKq§)|n), (58)

n,n'=0
kde p, ~ exp(BE,) jsou boltzmannovské pravdépodobnosti pro stiedovéni
pii teplote T. Pak (C2)) = 32, p,C?, je rovno konstantnimu ¢lenu ve
Fourierove fadé funkce D(t). S definici ¢asové zavislého operatoru ¢(t) podle

Heisenbergovy reprezentace s hamiltonianem ﬁosc (),
G(t) = exp(iHosct/h) G exp(—iHosct /1) | (59)
muzeme funkci D(t) prepsat do tvaru
D(t) = (expliKg(—t/2)] exp[-1Kq(t/2)]) , (60)
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kde (...) znaci kvantové statistické stredovani podle ([@H). Pro harmonicky
oscilator plati explicitné

G(t) = qeos(wt) + Miwsin(wt) ,

G(4t/2) = Geos(wt/2) + lesinw/z), (61)

ve shodeé s klasickym ¢asovym vyvojem ([II). Aplikace identity (&Il) na piipad
A =iK{(—t/2), B = —iK{(t/2) a vyuzit{ BI) vedou na tvar

D(t) = <exp l—i i\f[(f sin(wt/2)1> exp li ;;/[Z sin(wt)] . (62)

Posledni stfedovani lze provést pomoci vztahu [#7) (platného i pii zaméné

Q — p) as vyuzitim ([@H). Po tpravéch se ziské vysledek

X exp [KQ ZJ\Zw sinh ™! (%) oS (i ﬁ% — wtﬂ . (63)

Fourierovu fadu periodické funkce D(t) lze nyni snadno dostat z rovnosti
cosx = sin(§ — ) a z rozvoje (). Konstantni clen v této Fourierové fade

pak dava vyjadreni

(c2y = expl—K2 ZJ\Zw Coth<ﬁ%>]

. h . _(Phw
2 1
X Jo [1[( S e sinh ( 5 )1 : (64)

které je uz ekvivalentni dokazovanému vztahu (25).
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